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Problémes dans les topos.

1. Quelques rappels.

1.1. Un Zopos elimentaire est une catégorie @ vérifiant les

énoncés suivants :

(1€ a des limites inductives et projectives finies ;
(11) € admet une exponentistion : pour tout A € fﬁ |, 1e

foncteur () x A : g o € admet un adjnint & droite,
noté ()N ;

(1ii) € possdds une fldche v : 1——aQ tslle que pour tout
X € |£ ] les fleéches de X vere Q dennent par produit

fibré avec v exactement les sous~objets de X,

On peut réduire cette axiomatique, comme J'onit montré des
travaux récents de A. Kock et Ch, Mikkelsen [5]1, et dé&-

crire par exemple avec F.W. Lawvere [7] un topos é1émen-
taire comme wuna catégorie cartésieqne fermée ob la notion

de sous-objet est représentable.

1.2. On sait que pour un topos E le foncteur de plongement dans

la catégorie 8 B das morphismes partiels admet un adjoint

Lus

droite. Cette propriété peut d'cilleurs 8+tre substi*ués
l'axiome (i4ii).

[

Nous allons indiqua- un ar‘re plongewent intéressant ci-
dessous,
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1.3.

On sait auss i que pour tout objet X d'un topos'? , la
catégorie'ﬁ/x des objets au-dessus de X.-est encore un
topos et que toute fleéche f : X——Y détermine un fonc-
teur -F* F ﬁ/y———h‘ﬁ/'x lequel admet & la fois un ad-
Joint & pauche [(noté Zf) et un adjoint & droite (noté

).

Si nn se limite aux sous-objets de ¥, on obtien* une al-

gehre de Heyting @ () et 1e foncteur f* induit

f-1 : e’[Y]———h(Q{XJ; lequel admet égelement un adjoint

3 droite {¥f, induit par M) et & gauche (noté 3T, défini
en prenant l'image). Par l'adjonction cartésienne les

objets de @ (X) reviennent aux points de 2% et 1'action

des trois derniers foncteurs peut se décrire par des fléches

du topos. Ailnsi prendre 1'image par A x f d'un sous-objet
de A x X revient & faire suvivre l'adjointe cart simnne

de sa fanction caractéristique par la fl&chs

af ; Qx————rﬂv, lagquelle correspond précisément a8 1'imacge
par Qx A F de Exdi———+-9x x X (lg sous-ohjet caractiirisé

par 1‘'évsluationl.

On peut dé&finir la catégorie des ralations dans le topos

g (notés Rel(® }) de 1a fagon suivante
an pose IRel[% JI = lﬁ ];

une fléche da X vers Y dans Rel[% } est un sous-ohjiet da
X x Y dans € - plus exactement une fl2che de X « Y vers
Q ; ia composition de ¢ : X x Y—— 'R 8t ¥ 1 Y 1 Ze——3Q
se fait en prenant le produit fibré P au-dessus de Y des
sous-objists correspondant 8 ¢ et ¥ et en prenani la fanc-

tion caractéristigue de 1'imaze de P dans X x Z.
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La vérification du fait que Rel(¢ ) sst une catégorie est

laissée au lecteur.

On plonge ‘§ dans Rel(¢) en associant & f : Xe——=Y 1la
fléche (1y, f) ¢+ X——X x Y ; ce plongement se factorise
& travers celuil - évident - de'ﬁp dans Rel(§ ).

Proposition.

Le plongement 1 de € dans Rel(€) adwet un adjoint &
droite.

Puisque pour tous X, Y € |€ ] on a

Relld) [I(xX), Y] = Hom.%[X x Y, 0]

= Homz Ex, QY]

on voit gue les foncteurs

Rel(%) [I( ), Y] sont représentables,

Il y a donc un adjoint, dont la valeur an Y est QY. Explicitons

s3 valeur sur les morphismes : &8 ¢ : X--—#Y correspondra

ot

tion caractéristique du sous-objet de @

Qx————wﬂy définie comme 1l'adjointe cartésienne de la fonc-

X X Y obtenu =n prenant

l'image du produit fibré de Gx et de R$ au-dessus de X,

™

R
| '
x Y

/\/\
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Dans ‘%,fns. on trouve que 94’ envoie chaque X' € X sur
{y |(3x) (x € X" et $(x, y) est vrai)l.

Si ¢ correspond au graphe d'une application
i X——=Y, X' va sur {y | (3x)(x € X' et y = F(x)}.

Ceci suggldre qu'en faisant précéder l'adjoint en guestion du
plongement I on trouve le foncteur "quantification existentiel-
le" (qui envoie X sur F et £ sur 3f) de % dans €. Effective-
ment, l'image du produit fibré de EX et de (1,, f) - donc de

X . P . :
€, - dans 2" x Y est bien celle du composé vertical ci-dessous.
X P -

Ex X
1 1
Y F
X
‘/E2 " x\ Xx Y\
XJ///// Y
X
“ o ¢
.F
/QX l Y\
o* Y

2. L'objet des Monos.,.

CEEESE=ERmoEmoS=DmE=

Soient X et Y deux objets du topos ﬂ . On se propose de
définir un sous-objet de Yx dont les points correspondent

exactement aux monomorphismes de X vers Y,




2.1-

2.2,

Un mono de X vers Y est caractérisé par le fait que son
€quivalence nucléaire 8st la diagonale de. X.

La fonction caractéristique de la diagonale A

X fonction
notée <-X>

4 pour adjointe cartésienne 1la fleche
X x X

*x ¢ t——Q

L'application "&quivalence nucléaire” ds Yx vers Qx x X

(notée §) peut s’obtenir comme adjointe de la flache de
yX X X x X vers 0 caractérisant 1le sous~objet

th——i-——hYx x X x X, noyau du couple

.

Y© x X x X

\
SN, A

(cest-&-dire, dans %yns, l'ensemble des triples (¥, x
tels gue F[x1l = f[le].

e x2]

L'objet Mono (X, Y) est alors défini par 1le produit fibré
sulvant : !

Mono (X, Y)-———

Proposition,

Pour tout objet T du tfopos ‘% , O @ une bifection
natuizelle



Hom,% [T, Hono (X, ¥)]1 g Mono.sz.’/T X x T V 27Tl

(le second membre repyrésentant l'ensemble des monomor-

phismes de X x T vers ¥ x T dans'%/T].

Par adjonction cartésienne, les fléches g : T————be
correspondent bijectivement aux fléches g : T x X-——»Y
ces derniéres sont en bijection avec les g' = (g, p)

T X X—=T x Y,

p désignant la projection T x X—=T,

Nous allons montrer gue la conditien "$g se factorise &

travers =x" gdquivaut 3 "g' est un mono”. Or la presmiére

revient 3 la commutativit® du rectangle central ci-dessous.

T x X - %
{
|\'IXA /
I T x % X =% X
I g pr
|
|
gl @ g >
I <=_>
| X X
| Y& x X x X
f‘/ v Y
K o T

Si ce rectangle commute, le composgé (g x X x X)J(T x A) se
factorise & travers K en kg et le carré (D est un produit
fibré (tenant compte du fait que T x A est un menol ; ré-

ciproquement, si le produit fibré de k et g x X x X est




o

un carré du type (9, alors le rectangle central est commu-
tatif (par l'associativité des produits fibrés),

Le condition sur (D se trouvera remplie si et seulement si
T x A est le noyau des composés

~ A
Bv prg (g x X x X) et ev pr, g x X x X)

(d'aprés un lemme classique)

T x Xl X8 7% % x x Bx X x X _vX o x«xx
A A ' A
pal[pz 6\3lipz
T x X o ¥ % X ¥

E x X ev

ou encore des composés
. ~ . A
g [-] pI‘S Bt g -] przu

Il reste a montrer que cette propriété équivaut au fait
que (§, p)} soit un mono, ce qui peut se vérifier dans les
ensembles : si nous désignons par (%, L le un élément
quelcongue de T x X x X, les deux proprisgtés se traduisent
par la conditiogn

"git, x1) = glt, le entraine x, = "

1 x2 -

Corollaire.

Pour T = 1, on obtient 1a bijection naturelle

Homﬁ [1, Mono (X, Y)] = NDHO% (X, Y),
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Les points de Mono (X, Y) correspondent donc exactement aux
monos de X vers Y dans‘% . Mails ceux-cl ne déferminent pas

entiérement 1'ohjet Mono (X, Y.

2.3.1. Propositfdon.

SL X, Y, 7 sont des objets du topos € , il existe
une g§LEche unique de Mono (X, Y] x Mono (V, Z)
vers Mono (X, Z) factordisant La composition C de
7Y X Vx vers Zx

Pour montrer cela, il suffit - compte tenu du lemme de

Yoneda - de décrire une application satisfaisante de
Hom_%[T, Mono (Y, Z) x Mono (X, Y]] vers
Hom\%(T. Mono (X, Z)) pour tout objet T du topos.

Soit donc (g, f) un €lément du premier ensemble, ou plus

¥ X YXJ qui lui cor-

exactement, 1'élément de Hom_%(T, Z
respond canoniguement. A ces deux fléches sont associés
deux monos f' : T x X———=T x Y et g' t+ T x Y——3T7 x Z
{en utilisant les notations de la proposition précédente)
dont le composé est l'associé de C(g, f), comme il résulte

de la comparaison des diagrammes suivants, ol les

T =% X (g, £) x X ;=ZY X y—8Y sz

‘\%\HH\\““-\\ﬁk ///,/’

bt g

A - P s

B T R
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composés horizontaux sont Epaux.

Mais comme g'f’' est
Mono (X, ZJ), ce qui
En remarquant que 1

relle, on achéve 1la

un mono, Clg f) se factorise & travers
fournit 1'image cherchée du couple (g, )
application ainsi définie est bien natu-

démonstration.

2.3 2. En utilisant une technique semblable on peut montrer par

gxempls gque dans le prodult fibré suivant

P = Mono (X, Z)

y ¥ x ¢

Y

7 x Y ——

i est un sous-objet de Z

Y

x Mono (X, Y) ou encore gue

si ¢ X—=Y est un mono, alors pour tout Z le compo-
sé
Z Z
Mono (Z, X) = X = =Y se factorise & travers
.F
Mono (Z, Y]——*—>YZ, de méme que
Y X .
Mono (Y, Z}—2Z —-¥—h2 se factorise & travers
Z
Mono (X, 2)————rzx.

e M T E DT W, AT HERAATL S W T R L A

P R R X I

o s b b D DLl
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2.4, Autre construction de l'objet des Monos.

2.4.1. Si % est le topos des ensembles, une fLéche § ¢ Xe=—=wV
est un mono 84 et sculement si La fonmule sudvante esi

vhddie ¢
¥ x, € XY(v X € X1 (flx,) = -F(lelr:.;—;._fbtx.‘ s x.zﬂ,

En fait, cette propriété vaut pour un tepos guelcengque,
Dire que f est un mono, c'est dire gue sOD équivalence
nucléaire (notée R, avec 1S projections}west sontenue
dans la diagonale de X, ou encore que ie sous=-objat de
X x X caractérisé par <=> (f x f) est eontenu dans 1le

soys-objet caractérisé& par <=X>

_f-.—-—'—*
R\ /( —=Y 5
N <= >
X % X fx ¥ ~Y % Y Y — 0
<
\ "x”
1

Mais cecil revient & 1'égalité de =2 [<FY> (f x ) 4?X*]

et vy , x ou au fait que 1'on ohtienne 1e vrai en quanti-
fiant universellement la premiére flache le long de

X x5 Xe—»1, ©c est-a-dire en formant la formule indiquée

dans 1'énoncé.

2 4,2. La remarque précédente suggére la construction suivante

pour Mono (X, Y)

- [} rd A A
Désignons par ¢1 et ¢2 lgs composés ev pr, et ev pr,

OV RPN S
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X Dr3 x CoBv
Yo x X x X =YY" x X Y
42
PT5

et par a et B respectivement les composés supBrisurs et

inféricurs ci-dessous

g b2 Yo v Y

or X x X <z >

En guantifiant la fléche oz=—==%3 universallement 1

X

long de la projection YX X X X X——Y", on détermine

un sous-ohjet m : M—H*—FYX - défini par la Tornule
(¥ x, € X)I(¥ x5 € XJ[[?(x1J = Flx,) )mm=—=bx, = X511
C'est bien 1'objet Mono [X, Y) d&fini plus haus, cap

pour tout T € ]ﬁil une fleche g : T—---»---»YX se facto-

rise a travers m si et seulement si g x X x X suivie de

a=—=3f donne le vrai, donc ssi alg x X x X} & Blg x ¥ x X%X}.

Mais comme l'on a toujours o 2 B (d'aprds la usTinition

de ces fléches) =t comme o n'est rien d'aut¥e 3ue la Fenc-

tien caractéristigue de Ker [¢1, $.,), clest-3=dire 1lsa
fléche ¢ définie en 2.2., on s'apercgoit facilement que
cette condition énuivaut 3 1'ézalité de

¢lg x X x X) et <=y> pr

exigés la-has.

TSRS T AL S e S L e, VIR TR A T e o ren 4 v T

(URES TR TUR PR IS SRRV e -

"l o A

e T Al e

Lk TR A



[P A CE it

_.1 Z2-

3. L'objet des épis,

3.1, Une fliéche de X vers Y est un épi si et seulement si son

image est isomorphe & son but.

L'application "image” de y X vers nY peut s'obtenir comme
adjointe de la fli&che de Yx x Y vers § caractérisant 1le

sous-objet image du couple

[H1, ev) : Yx X X————hYX x Y

L objet épi est alors défini par 1e produit fibré

Epi (X, Y)———1
1

—3=

3.2. Proposition.

Pour tout objet T du topos § , on a une bhijection
naturelle

Hom% [T, Epi (X, V)] = Epi%/-r [T x X, T x Vi,

Nous allons voir gue g : T—-——r-Yx vérifie la condition

- te Ka) .
im g = Vy ¢ ou im (g x Y) = Vr .y 51 8t sesulement si

g = (g, p) ¢+ T-x X—T x Y est un épi.

L il e e

A A T e N i ¢ '

P
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Or ceci résulte du fait qgue les images sont universelles

et qgue le carré suivant est un produit fibré

T x X my® % X
g X X
= = p)
(t y) g (p 8] (H1. av)
I s 1
-
A v
\P V im \
T % Y %—YX x Y o R
g x Y

En effet, si (g x Y}(t, y) = [H1, ev) (f, x)

donc si (gt, y) = (f, evif, %))
alors gl{t, x) = evig x x)(t, x) = evigt, x)
= ev(f, x)] =y
et 1e couple (t, x) est bien une factorisation - nécessaire-

ment unigue.

Corollaire.

3.3,

Homﬁ%[1. Epi (X YJ] = Epi,% (X, Y.

Utilisant le résultat précédent, on peut démontrer des pro-

positions analogues 2 ecelles énoncées en 2.3. Ainsi 1la

e B ST e BT L T TCES. 6 ST TN e e o st gy 7S T a.

R St wiam

e, anmndema oo, L N
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compositien induit une fléche

Epi (X, Y) x Epi (Y, Z)—=Epi (X, Z), etec,

3.4, Autre construction.

3.4.1, Dans les ensembles, § ¢ X——VY esf un Epi 84 el
deulement 84 La fohmule

(Vy € V){3x € X)(§(x) = y)
est vhaie 3

E'est encore vrai pour un topos quelconque; comme la

montre le diagramme ci-dessous : f.est un épil

=1

T f - Y

[X. f) p-'F. , AY v
1 Fox Y =y

b4 X

X x Yoo X2 Yoy yoye Y g
W
Y~ (Vy € Y){ax € X) (F(x)

ssi 1'image de p(X, f) = f n'est autre que Tye

3.4.2. Pour construire Epl (X, Y}, on peut former
<=Y> {ev o 6;; psl, que l'on guantifie existentiellement
le long ds 5&, puis universellement 1le long de Pys

La premiére guantification donne le sous-obiset

v




K y. Y ol
| |
K AY \v
(ev 5\ pL) <=_>
] » =
Yx X X x Y S5 w ¥ %Y LI - 0
A
p
2 E|
I_———wn-Y)< x Y lx
\4.Y

noté I en 3.2. En effet, k étant 1'égalisateur de

ev o ﬁé et py, le COmpoSeé 6;k = (p1, p3]k peut encore
5'écrire [p1, ev , $3lk ou [n1, ev]ﬁ%k et la thése ré-
sulte du fait que 5Bk est un épi (par exemple, parce

gque le couple {1 ev) se factorise & travers k).

Yx X X’
La seconde quantification fournit alors le sous-objet
E-——thx, lequel coincide bien avec 1l'objet des épis
défini plus haut car une fleéche g de T vers Yx se fac-
torise & travers E si et seulement si g x Y se factorise
a4 travers I, ce qui rejoint la condition "g' est un épi”

du 3.2,

4, L'objet des isos.

4.1, Dans toute catégorie cartésienne fermée & limites finies

on peut définir. l'ebjet Iso (X, Y) par le produilt fibré

Iso (X, Y) =
|
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ot o est la symétrie sur vX i XY, C la composition, Ny

et Ny les fléches neutres.

Une technique voisine de celle utilisée pour la propo-
sition 2.3.1. permet de montrer dque l'on a une bijec-
tion naturelle pour tout T € If [

Hmng (T, Iso (X, Y)) = ISU‘%/T (T x X, T x Y.
Lea propriété précédente, jointe au fait que tout topos

est balancé (toute fléche qui est & la fois épi et mono

est iso} donne immédiatement l1'égalité

Iso (X, Y) = Mono (X, Y}O Epi (X, Y).

es sup et les inf internes.

i 1'on se donne dans %,ns une famille indexée par T de par=

ies de X, on peut former la réunion et 1'intersection de la

feamille en suivant deux idées différentes : on peut dire que

U xp = Ix | (38)(x € x.)} et
t€t

N X = x| (ve)ix € x )}
tEt

ou bien décrire une opération "réunion” ou "intersection”
de 8 (%2 (X)) vers £°(X) et l'appliquer 3 1'objet image de
la famille donnée, Nous suivrons ces deux pistes pour un
topos guelcongue et montrerons qu'elles donnent des défi-

nitions éguivalentes.
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5.1, Une famille de sous-objets de X indexée par T, c'est une
fldche de T vers nx ou un sous—objet F de T x X caracté-

risé par ¢ : T X Xe——s 0.

Pour obtenir la réunion de la famille, on quantifie $ exis-
tentiellement le long de la projection p T x Xe—X,

autrement dit, on prend 1l'image p(F).

Fl of Cette définition, suggérée par
j?/’,/’/, la formule rappelés ci-dessus

p(F) - .

i TxX" : v pour‘ﬁns. §'expligue par la

) bijeetion naturelle

X"/ k¢ ¢ Y
i\ TYX Xt () "

L/ Hom g 1 [F. 0™ (xm)]

\ p

N

z Hom._E/x {plF), x»1].

Pour obtenir 1'intersection, on quantifie ¢ universellement

le long de p, donc on prend I (F).
p
e 1
! Cette définition se justifie
IICF) v par la bijection naturelle
pil

*>
Hc:um%/T « X [p (x"), FI

x*JL/é glhm%/T[Xﬂ g(F”-

5.2, Dans‘gﬂs. si 1l'on se donne une partie ¢ dei?[xl, on peut
définir U ¢ par la relation

x € Ug ssi (FA)({x € A et A € )

et de méme f ¢ par

x €N ¢ ssi (YA)(A € ¢===mx € A},

[P T
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DaQs‘un topos guelcongue, on considére les sous-objets de
Q X

f1 x 27 x X caractérisés d'une part par
X
€ 99 X
3/—?'
/
A
QX X (BVQ X Pgr BV,
9] x 07 x X S X 9-——-_4-9

\
! | nx X 9\
SVx T @

¥ x a¥ x x >~ 0 x .

Quantifiant 1la premlere fonction Raractérlstique exlisten-
tiellement le long de pz tvers o x X), on obtient 1° ag—
jointe cartésienne d'une fléche appelée "réunion de

vers Qx ; par guantification universelle le long de 5;

de la seconde, gn obtient 1'adjointe de la fléche "inter-
section” de nﬂ vers Qx.

Partant alors d'une fléche $ H T———+-Qx. on prend son
image,‘caractériséﬁ par i : Qx———a-ﬂ et donc déterminéa
par i 1—-—----—--——!'-'9‘-2 {adjointe cartésienne de i}. En
faisant suivre 1 de la flache U (réunion), ou de la
fleche N (intersection), on détermine respectivement des
sous-objets de X isomorphes aux p(F) et N(F) indiqués

précédemment. P

Vérifions ceci pour la réunion, par exemple. I1 s'agit de
[(Ui) x xI.

voir que p(F) est caractérisé par BVy

T 8t = W WA 2

sl

o i A L - SRV
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Considérons a cet effet le diagramme ci-dessous.

Si I est 1l'image de $ : T———4-nx. alors T x X est l'image

A _
de ¢ x X. Soit G l'intersection de cette image avec EX'
La projection p se factorise & travers p, : 0% % X X

et 1'image de F par p colIncide avec celle de G (image de

F par § x X) par Py
0'autre part, le sous-ocbjet Kx caractérisé par

A A
u = A (ev p., 8v, p,J) est 1’intersecticn
o 3 X "1

X
de € x X X et de 2% €y. L'image de Ky par §é aura
. Qr . . - .
image réciproque par I x X le sous-objet p(F) si 1l'an peut

montrer que 1'image réciproque de K, par Ix o’ xx

R m A g e ———

PRI SR ——
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est exactement G ; ceci & cause de 1'universalité des
images et du fait que Eé[{ X % x x3 = (I x XJp2 est

le contour d'un produit fibré., Or le hachuré vertical
est clairement un produit fibré et pour le hachuré hori-
zontal, il est également clair que I est 1'iImage réci-

X

progue de € le long de i x @

ﬂX

Spit M un objet du topos f avec une multiplication u et une
unité n qui en fassent un monoide. Cn peut déFfinir & 1'inté-

rieur du topos "le sous-monoide de M engendrg par une partie

X de M” en prenant l'intersection de la famillse S{X, M) des
sous-monoides de M contenant X. Celle-ci est formée des sous-
objets M'e—— M contenant X et {n} et dans lesquels u induit

une multiplication u', 'Si on prend pour ¢1 le composg£ hori-

zontal
Q
A M ’—JQL—AP
P g x M
/
M
8 x M x » 0 x @ ——-——4-9
M e
et pour ¢, le compaosé
o x M ox M 2d >rﬂm x M A SN

et si 1'on qudntlfle $ ===:>¢2 universellement le long de Ila
M
projection sur Q on détermine un sous-objet g fS)le—pa Q

1
dont les points correspondent exactement aux M'C——s= M véri-

fiant 1a dernidre condition indigquée




=21~ .

¢
20 XM ox M 1 | 4
1(s) \"K\ ml A
el 2 x M
L 4
”
1/, "
\\\\\\\ p
¢ g

En effet, l'adjointe ¢ de ¢ : M—=Q (caractérisant M'e— 1}

se factorise par g1[S] si et seulement si
¢1($ x M x N} g evia" x ulleg x M x M)

ce qui équivaut au fait que 1'image par ¢ x u de M'" x M' es%

contenue dans EN ou encore - puisqgue
(ﬂ” X u](J Xx M x M} = (¢ x MIu - au fait que o
induit p’' : M' x M'——sM"',

D'autre part, si 3¢ est la fonction caractéristique d'une partie
X&——- 1 donnée, on obtiendra l1'objet des parties de  contenant
% en formant le composé

o™ x M P2 oM % .0

et en quantifiant Xp2—==ev universellement le long de
M
p1 : R X Me—m M,

Opérant de mé&me pour {n} - caractérisé par l'adjointe de

{'}M Nt 1—ma" - et impesant les 3 conditions & la fois, on

obtient facilement le sous-objet correspondant & S{X, M).

e e v e
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6. Univers dans un topos.

6.1. On dit qu'une classe % de flaches d'un topos € est univer-

selle s1 elle vérifie les propriétés suivantes

a. % est stahle pour 1a compositicn et pour 1le passage aux
images réciproques

.
4

b. Pour tout ohjet A duy topos, la famille ch des fléches

de but A contenues dans U contient les f1

et A—,r—r"A H
A

&ches 0 ——A

C. La somme et 1le produit dans %/A de deux Tlaches de QLA

sont dans ZGA 3

d. ?GA ®st stable pour 1'exponentiation dans ‘€/aA
sip : X— A ot q

: donc
Y——>A en font partie, alors

e
g p (gq) &galement

2, ?LA contient le classifiant 9 x A———E§—¢-A du topos
é/a.

fo Sim i X'=——y ot 9 ¢ X*———"X sont donnés, on

dura pour € : X———A les relations
e € Z£A==¢.Em € 2‘/‘\ et
eq € ‘2(,A====»_s € ZGA.

(C'est la stabilits par "sous
quotients™),

~trues” et par "Erucs

e B b A 2 it e
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Pour tout A € IE I, désignaons par‘ﬁ'A la sous-catégorie
pleine de 2/A engendrée par la classe %A.

Proposition.

Pour tout A € |'%], ‘g, ' est un sous-topos de /A,

C'est immédiat & partir de la définition donnée. L'inclu~
sion cancnique préserve toute la structure de topos - c'est

un morphisme logique.

Un objet du topos & est dit % -petit si 1'unigue flache
vers l'objet final 1 est dans 26 . Les objets U -petits
déterminent un sous-topos‘£'1 du topos donné (%’s ~%/1}.

’

Proposition.

Si § + X——Y o8t une §LZche du topos &, Le foncteun

£ : & jy—%/X induit un foncteur de %'y vers § e $

est dans 26, alors Les foncteurs Y et T en indud-
sent Zgalement de 'y versg'y,.

Ceci est une conséquence aisée de la propriété a,, du liem
entre I, et l'exponentiation dans £/Y et de 1a propositien
précédente.

Une famille ¥ de fldches d'un topos, stable par passage
aux images réciproques, est dite représentabls s'il

existe une fléche f : G——F de la famille telle gue

pour tout x : B——»A dans ¥, il existe une unique

e
fléche ¢x i+ A——»F donnant ¢X(F] = X.
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Exemples.

La famille des monos dans un topos est représentée par la

fléche v ¢+ 1—0 (vrail.

Si"% =‘gns. la famille des fléches x : B—=A telles
que pour tout a € A 1'image réciproque x-1[{a}] ait wun
cardinal fini est représsntée par la fléche K de N x N
vers N qui au couple {p, q) associe (p + gl + 1 ; la
fibre de cette fl&che au-dessus de l'entier n est en
bijection avec 1'ensemble {ﬁ, 1, wns, n=1}.

On dit qu'une fléche V—= U d'un topos est un univers

si elle représente une classe universelle ¢G.

m
X
Hol
13
[1™]
1=
10

La fléche O——=1 est un univers dans tout topos. Si
'% = 305, la fléche K indigquée ci-dessus est un univers.,
L'axiome des univers peut s'énoncer dans le cadre des
topos : "pour tout objet X du topos %, il existe un uni-

vers contsnant la fleche X—1".

7. L'objet des entiers.

7.1,a. 0On dit gqu'un tnpos'% vérifie l'axiome de 1'infini s'il

existe un objet N dans$, muni de fléches 0 : 1—— N

et s : N——» [N telles gue pour tout objet X de‘g muni
de fléches X : 1—X 8t t : X—X, i1 exlste une
fleéche unique r : N=———s X rendant commutatif le diagram-

me




bl

-Z5=-

=]
k-
>
r
ot

D e eprer— T
H

: g
X [
X

Si 1'on désigne par‘gB la catégorie dont les objsts sont

les couples formés d'un objet de'g et d'un endomorphisme

de cet objet, et dont les fléches sont celles de‘% gui

—

commutent avec ces endomorphismes, 1'axioma précédent
revient & dire que le foncteur Homp [1, U (-}] est re-
présentable par HomgB[N; -} 1*&1ément universel corres-
pondant étant 1—7——g——+-N (U désigne le foncteur d'oubli

des endomorphismes)}., En fait, le foncteur U a un adjoint

a gauchs F donné par

8 x 1
F{A) = N x A A on xA pour A € [E].

En effet, si (X, t) € I‘ﬁEJ, on a les bijections naturel-

les

"

Hom% (A, X) Hém% (1, xA]

1

Homq&Q[EN, 1}, EXA, tAI}

1]

Hom.&e[fl\! x A, 8 X 1‘A}, (x, t}1.

n

L'objet N est appelé l'objet des entiers, les fléches

s et 0O sont les fléches successeur et zéro.

AxLomes de Plano.

a. Proposition.

N o= 14l g,

n
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Désignons par JN et j‘l les injections canonigques de

N et 1 dans leur somme.
de N,

Par la propriéte universelle
11 existe une flachs unigue ¢ rendant commuta-
tive la partie supériesure du diagramme ci-dessous

prad
¥
=
[ 1]

la partie inférieurs commute trivialement de sorte gue

' 0 - . oy ‘
l1'on a (s)d’ 1N. Pour vair que ¢(§) : 11._LL N’ i1 suffit
d‘observer que

Corollaire.

Lla §Leche successeur et un monomarphisme.
En effet, le cemposé ¢s = jw en est wm.

ke Proposition.

SL wn sous-obfet H" de N econtient 0" ot est
"stable poun s", alons N' = M.

T T ——
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En effet, si o’ désigne la factorisation de 0O 3 travers
l'inclusion i : N'—=—— %N 8t s' 1a factorisatiaon da
si, il lesur correspond par la propriété universelle da
N une fléche unique r : N—» N’ telle que la partie
supérieure du diagramme suivant commute. En composant

avec 1, on trouve ir = 1N s d'olr N' = N.

s

-

r
i

—=
s ;i’
N —pa [\

3. S0it k un entier naturel. On définit un systéme de k flaches
5: : N&———;»Nk, notées aussi S [pour k fixé), par les condi-
tions prj S5; = 1N si 1 +# 3 et Pry 8y = s 5 ees fléches
vérifient la propriété sy sy = S5 83 (1 & £, 3 & K). oOn
considére asussi la flache ﬁk = [9, a, e, O 1-——+—NK.

Théorime,

Pour tout objet X, muni d'une fleche xo : T——3% ot d'un
dysieme de £ fLeches §; ¢+ X——X telles que

éiﬁj’ﬁjﬁiiiici,js&,,

il exdste une {Liche unique op ¢ M&-——-»X (notée aussi

bplxe 5 44, (.4, b)) rendant commutatif Le diagramme

S
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5
Nk i "r-l\lk
'
1 o b
::\\& fy Y pour tout 1 s i g K.
X > ¥ = =

La proposition étant vérifisde trivialement pour k = 0 et
k = 1 {c'est 1'axiome de 1'infini), on va montrer par ré-
eurrence qu'elle s'étend & toute valeur entigére de k, en

falsant usage du lemme suivant.

Lemme,
TN Yty

Dans toute catégorie cartésienne fermée, la commutetivite

du diagramme (1) équivaut a celle du diagramme (2),

€1) X' x X LIV 2 SR TRV

X
¢‘
A

£ =
.F
=Y
: J "
X X* xk—’/Bf'
A b0

Il est clair que gx 3 est l'adjointe cartéstienne de g¢.

Dtautre part, ylY' x f) a pour adjoints 3?, et faire pré-

céder la premiére de f' x X revient & faire suivre la se-
! '

cande de B .




Supposons donc le théoréme vral pour k et montrons comment

1'6tendre a4 k + 1 en construisant la fléche

¢k + 1 = ¢k + 1[x0 l 'F1 L] 'Fk 'Fk + 1]r

Ce sera l'adjointe de 1'unique fléche rendant commutatif

le diagramme

1 Y = » N
A IS
Fa)
b -FNK
ka kK + 17k
X X .

Le lemme appliqué au carré de droite donne de suite

b v 1 % + 1 " Toe 1 % w10

lL.a qommutativité du triangle de gauche entralne celle du

carré de droite ci-dessous, ce quil joint &

N 3
NE x g N x 0 N o
(Dk’/
1 1%k %+ 1
1
\x X - X
l1*'hypotheése de récurrence donne ¢k + 1 5k g = Xeo

Reste a vérifier que ¢k + 1 gsi = Fi ¢k s q POUT 1 £ 1 & k,

ou, d'aprés le lemme, que le dlagramme

Lo ¢ At e sttt

B

[ ——— NS




_30..

Fal
N ¢k * 1 3=
A
Ok + 1
k
N
k f
XN 1 ==
commute pour 1 £ 1 g k.

toriel de l1'exponentiation,

rectangles inférieurs cihdessogs,_et de 1'universalité de

Compte tenu du caractére {(bi)fonc-

qui assure la commutativité des

A
¢k pour 1

o 1A N
N, on aura fini si X ¢k fi
1 g N 2 ~ N
A
¢k + 1
A
¢k )
"Nk ka + 1 M
X = X
N
i
k
Y k fN Y
XN k + 4 - ¥
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1 0 = N S e
A Fal
¢k + 1 ¢k + 1
A
)
k f Y k
XN k + 1 rxN
5 8
x I X i
k
vk
T'Nk
X Rl X
tiais = par le lemme -~ cette condition équivaut a la cam-
mutativité pour 1 € 1 £ k des diagrammes
5, x 1
nEox R oy 1 =~ N5 x 12 Nk
¢ l¢k
.F
X = ~ X

ce gui est vrai par 1'hypothése de récurrence.

Corollaires.

1. S5i un sous-objet M de Nk est stable pour les sz et

que Ok se factorise a travers M, alors M = N

=

La démonstration est la m&me que pour k = 1,

2. 51 un objet X' est muni de fléches F{
(1€ 1i¢ k)

o X

et x§ T——— X' et si g R e

T I LT T TR T AT T LS e g . e e S ST e, e

tel

RS Y

e

[T ST

¢ A AN i U AR WA i £ 3 8 1

B s e T

R e
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est telle que g?i = ?{g pour chagque i 8t gxe = X

— O
.

alors g o ¢fo° T P fk] = ¢k[xé f% . fé

a. Appliquant le théoréme précédent au cas ot k = 2,
X = Ny Xo = 0 et f, = f, = s, on obtient une fléche
notée + de N2 daps N. L‘*adjointe # de cette fleche
gest l'unique fléche de N dans NN rendant commutatif

le diagramme

1 0 e N s 3 N
N $ £
idN )

N 5
W — 5

Nous allons mentrer que N, muni de l'opération d addition

+«, a une structure de monoide abélien.

b, La théorie des monoides abéliens (au sens des théories
algébriques de Lawvere) a pour objets les entiers natu-
rels et pour fliéches les matrices a coefficients entlers.
Plus précisément, une flidche de p vers g est une matrice
de genre (g, p), décrivant un homomorphisme du monolde
abélien libres & g générateurs vers celui & p générateurs
la composition des fléches est donnée par la multiplica-

tion matricielle.

Considérons alors le fonetsur W, défini sur cette théorie
3 valeurs dans 1e topos doenné spécifié par les clauses

suivantes :

tevar TR  r——T 2 e .
L AT 2 T, ST WP T L AR g g . =BT, A . AT K AL T AL W AT T A, T G 1 W e L0 p e e R
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#(p) = NP pour tout entier p ;

s5i v est une fléche de p vers q, on prend M{v]} égal a
l'unigque fléche de NP vers N9 rendant commutatif 1le

diagramme suivant

= S

4 0 > NP 1 NP (1 ¢ igop)
- (v) Miv)
0 . W l
.F
ol £, = (f. £9) avec 3 = (s o s s) r
i i: [ I R ] i i La o [+] [ | -] 'o pj
hYJ
i
v, fois
J

{en convenant que 0 fois s vaut 1N3.

Soit alors p une fléche de g vers r, N(p) la fléche de

T vers NF correspondante st

1 r k
gj = (.Fjl LI L 'FJ] EVBC gj =t(5 -] 5 [ ] LI A | -] Sjlo prk-
\
J .
uk fols

La fléche W(u), précédée de f, - c'est-a-dire du compopsé

i
[sq o o e o Sq.] o e o £51 [ '] [ 513 - est égale au
N v S ~
i . i '
Vq fois vy fois
composé

(g o ece 8 . ). 0 2o o (g1 & sos B g1] précédé de M(nl.

N L . v
L o

i . i .
vq fois 2 fois

oo s o v el
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Or ce dernier composé, vu comme

1 r
hi = [hi] LI I 1 hij

@ pour k-iéme composante la fléche

(8 6 8 6 vus o 5) o PTy
L N W, r3

i q i 1
q.- ]Jk + & na + \J1 . uk] 'FOiS H

(v
c'est donc 1a fléche correspondant & Si dans la dé&finition
de Wilp.vj. Le corollaire 7.3, 2 donne alors 1'égalité

fCu) o Mv) = MWip.v).

Gn achéve facilement de prouver le caractdre fonctoriel

de #§ et le fait que ce foncteur commute aux produits
finis,

La fléche * n’est rien d'autre que W1, 13). Et (1, 1}
gst i'opération 4 2 arguments de la théorie des monaldes
abéliens correspondant 2 1'homomorphisme du meonoide libre
8 1 générateur vers celui & 2 générateurs qui factorise

le couple (id, id) (ol id désigne 1'identité sur ce der-

nier monoidel.

Relation d'ordre dans N.

a. Lemme.

La fLeche ey, +) ¢ M x Ml x Y 082 un
monomonphisme,
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D'apr3s l1a proposition 2,2, il suffit, pour le voir
de montrer que % : N———hNN se factorise & travers

Comm2 s est un mono, la fldche sh induit un meonomor-

phisms de Mono(N, N) vers Monco(N, NJ, soit Minaol(M, s)
- N

(cf. 2.3,7.) ; d'autre part idN se factorisn épale-

ment 3} travers Monol(N, N)

Il existe une fléche unique ¥ : Ne— Mono(N, N) telle

que le rectangle supérieur ci-dessous commut..

5

0 f i
! |
———————= ono fo0 1) 3= ﬂ_ﬁﬂg (re, ™)
Mono(M, s)
1 I i
G
i
N Y i \

Les composés verticaux sont doaux & %,

Remarque. Si N est l'ensemble daos entiers habituels,

le lamme revient & dirs que

[la, @ + x) = (4, 9 + y)l===a[a = b ct x = 1.

Il implique en particulier qur (a X = a + yl==m==p(x = y)
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ProposiLion.

Le sous-objet (pn,, +) hreprnésente une relation
d'ordre surn H.

Ceci résulte essentiellement du fait que N, muni de
l'addition + est un monoide abélien - 1la fliéche neutre

étant 0. De facgon détaillée

la réflexivité - c'est-a-dire le fait que la diagonale
de A se factorise & travers [pr1, +} - résulte de 1'é-

galité idN = + LidN, DNJ, mise en évidence par le dia-

gramme suivant

N = N
[idN, UN] [idN, DN]
Y Y
s X N
1 =~ N x N —» N x N (0, = N—= 1 N)
(o ,9) N 0
+ +
0 +
\l’
N S >~ N

l'antisymétrie - c'est-a-dire le fait que le diagram-
me cl-dessous soit un produit fibré - résulte du carac—

tére neutre de 0 et du lemme précédent ;

{(id,,, 0,)
N N N N x N
[DN, 1dNJ [pr1. +)
l (e, pr1J
N x N >N x N
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la transitiviteé résulte essentiellement de 1'associa-
tivité de 1'addition, laquelle assure la commutativi-
té du diagramme suivant - ol le carré extérisur est

un produit fibré

[+[p1l pz}l ps]

N x N x N N ox N
Pqe +[p2. p3)] +
+
N X N—————]N
(p, »p,) p
1 2 l 1
B4
e N
p,]'/
\ § — 1

7.8. Problémes dans des topos vérifiant 1'axiome de 1'infini.

a. Etudier la catégorie des monoIdes abéliens internes
a8 un tel topos. Construire explicitement le mecnolde

abéllen libre sur un objet donné,

b. Etudier la fléche K = 5 4, + : N x N—= N dans un tel
topos. Représente-t-elle un univers, comme c'est le

cas pour le tbpos des ensembles 7
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